Strukturisomere der Alkane

Zusammenfassung

Bei Alkanen tritt das Phanomen der Strukturisomerie auf. In diesem Artikel werden auf
hoffentlich fur Oberstufenschuler verstandlichem Niveau Algorithmen beschrieben, mit denen
die Anzahl der Isomere berechnet werden - bzw. alle Isomere eines Alkans auf dem
Bildschirm dargestellt werden kdnnen.

1. Einfihrung

Kohlenwasserstoffverbindungen spielen eine wichtige Rolle in der organischen Chemie. Eine
besondere Klasse von Kohlenwasserstoffen sind die Alkane. Sie besitzen die allgemeine
Summenformel C,Hzn+2. Wegen der Vierbindigkeit eines Kohlenstoffatoms in Alkanen besitzt
ein Alkan mit n Kohlenstoffatomen immer 2n+2 Wasserstoffatome.

Dabei kann es jedoch vorkommen, dass nicht alle Molekule mit der gleichen Summenformel
die gleiche Atomanordnung besitzen, d. h. die Atome kdnnen unterschiedlich miteinander
verknupft sein. Dieses Phanomen bezeichnet man als Strukturisomerie (oder einfach nur als
Isomerie). Isomere Verbindungen besitzen daher die gleiche Summenformel aber
verschiedene Strukturformeln.

Alkane mit der Summenformel CsH1, kdnnen beispielsweise auf verschiedene Art und Weise

miteinander verknupft sein. In folgenden Molekilen sind der Einfachheit halber alle
Wasserstoffatome weggelassen.
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Abbildung 1: Strukturisomere von CsHi»

Da alle Kohlenstoffatome in Alkanen vierbindig sind, kann man zur Vereinfachung alle
Bindungen zu den Wasserstoffatomen weglassen, da die anderen nicht dargestellten
Bindungen der Kohlenstoffatome mit Wasserstoffatomen abgesattigt sind. Die
Strukturisomere von CsH1, lassen sich daher folgendermal3en darstellen:

Abbildung 2: Vereinfachte Darstellung der Strukturisomere von CsHi,

Bei den Strukturisomeren handelt es sich nicht nur um eine theoretische Spielerei, sondern
auch die physikalischen Eigenschaften der Isomere sind verschieden. Es handelt sich also



tatsachlich um unterschiedliche Verbindungen, die aufgrund ihrer verschiedener
physikalischen Eigenschaften bei kleineren Alkanen voneinander getrennt werden kdnnen.

Isomeres Schmelzpunktin °C | Siedepunkt in °C
n-Pentan -129,7 36
2-Methylbutan -158,6 27,9
2,2-Dimethylpropan -20 9,5

Tabelle 1: Schmelz- und Siedepunkte der Isomeren von CsHi»

An dieser Stelle schlief3t sich die Fragestellung an, wie viele Isomere es bei einem
bestimmten Alkan gibt. Gibt es eine Moglichkeit, alle mdglichen Isomere zu finden?
Leider gibt es keine einfache Formel, mit der die Isomerenzahl berechnet werden kann.
Folgende Tabelle enthélt die Isomerenzahlen der ersten 40 Alkane.

A(n) bezeichnet die Anzahl der Isomere beim Alkan CyHzn+2

An) | n A(n) n A(n) n A(n)

1 11 159 21 910.726 31 10.660.307.791

12 355 22 2.278.658 32 27.711.253.769

13 802 23 5.731.580 33 72.214.088.660

14 1.858 24 14.490.245 34 188.626.236.139

16 10.359 26 93.839.412 36 | 1.295.297.588.128

1
1
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3 15 4.347 25 36.797.588 35 493.782.952.902
5
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17 24.894 27 240.215.803 37 | 3.404.490.780.161

18 18 60.523 28 617.105.614 38 | 8.964.747.474.595

35 19 | 148.284 | 29 1.590.507.121 39 | 23.647.478.933.969
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75 20 | 366.319 | 30 4.111.846.763 40 | 62.481.801.147.341

Tabelle 2: Anzahl der Isomere der ersten 40 Alkane

Es gibt jedoch eine Moglichkeit, mit einem Algorithmus die Isomeren von beliebig grof3en
Alkanen zu bestimmen.

2. Systematische Bestimmung der Isomere

Zunachst soll gezeigt werden, wie man systematisch alle Isomere eines bestimmten Alkans
bestimmen kann, ohne dass man ein Isomer vergessen hat und ohne dass man aus
Versehen ein Isomer doppelt erfasst hat. Die hier dargestellte Vorgehensweise erscheint auf
den ersten Blick viel zu kompliziert und umstandlich, wenn man sie auf relativ kleine Alkane
bezieht. Wenn man diese Methode jedoch auf groRere Alkane anwendet, kann man sicher
sein, wirklich alle Isomere erfasst zu haben und auch kein Isomer mehrfach konstruiert zu
haben. Im folgenden Beispiel sind zwei Molekiile aufgefuhrt, die absolut identisch sind,
denen man es aber auf den ersten Blick nicht ansieht:



Abbildung 3: Zwei identische Verbindungen (3,5-Diethyl-3,5-Dimethylnonan)

In der folgenden Darstellung ist jeweils eine langste Alkankette eingerahmt. In beiden Fallen
besteht sie aus jeweils neun Kohlenstoffatomen.

Abbildung 4: Kennzeichnung der jeweils langsten Kohlenstoffkette

Die langste Kohlenstoffkette hatte in beiden Fallen auch anders gewéhlt werden kbnnen. Da
alle Bindungswinkel jedoch 109,5° betragen, wéren die entstandenen langsten Ketten mit
den hier gewahlten identisch.

Um zu erkennen, dass beide Molekiile identisch sind, sucht man jeweils das Zentrum des
Molekdls. Mit diesem ist lediglich die Mitte der langsten Kohlenstoffkette gemeint, hier also
das jeweils flinfte Kohlenstoffatom der eingerahmten Hauptkette.

An diesem fiinften Kohlenstoffatom hangen vier Aste:



Abbildung 5: Die vier Aste am Zentrum vom ersten Molekdil

Abbildung 6: Die vier Aste am Zentrum vom zweiten Molek(l

Da alle Winkel an einem Kohlenstoffatom in einem Alkan 109,5° betragen, ist Ast A identisch
mit Ast E, Ast B identisch mit Ast F, Ast C identisch mit Ast H und Ast D identisch mit Ast G.
Damit stellen die beiden abgebildeten Alkane tatsachlich dieselbe Verbindung dar.

Die IUPAC-Nomenklatur fur Alkane ist so entwickelt worden, dass zwei identische Molekiile
immer den gleichen Namen erhalten, gleichgultig, wie sie gezeichnet sind.
Wie das folgende Beispiel zeigt, ist dies nicht immer ganz einfach:
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In diesem Molekdl gibt es zwei Mdglichkeiten, eine langste Kette zu bilden. Je nach Wabhl
wird dieses Molekil unterschiedlich bezeichnet.

Bei der Wahl der Hauptkette wie im linken Molekul ergibt sich die Bezeichnung:
4-(2-Methylpropyl)-heptan.

Bei der Wahl der Hauptkette wie im rechten Molekul ergibt sich fur dasselbe Molekiil die
Bezeichnung: 2-Methyl-4-propylnonan.

Damit aber identische Molekile immer den gleichen Namen erhalten, wurde von der [IUPAC
festgelegt, immer diese Hauptkette auszuwahlen, bei der moglichst wenige Klammern
vorkommen.

Dadurch ist nur die Bezeichnung 2-Methyl-4-propylnonan korrekt.

Um aber einen Algorithmus zu entwickeln, der auch bei grof3en Molekilen systematisch alle
Isomeren eines Alkans findet und alle Dopplungen vermeidet, wird hier folgende
Vorgehensweise gewahlt:

Zunachst soll sie am Beispiel von CgH14 erlautert werden. Anschliel3end wird gezeigt werden,
wie diese Vorgehensweise mit einem PC-Programm durchgefiihrt werden kann.



(a) Systematisches Auffinden aller Isomere von Hexan

1. Schritt: Verzweigungsmoglichkeiten an einem Kohlenstoffatom

Zentrum

Abbildung 7: Systematik der Verzweigungsmdglichkeiten

Im ersten Schritt untersucht man die méglichen Verastelungen vom Zentrum eines
Alkanmolekuils aus, wobei der Begriff ,Zentrum* im Einzelfall spater erlautert wird. Hier
genugt es zu wissen, dass das Zentrum sich irgendwo in der Mitte der lAngsten Alkankette
befindet. Erreicht man von dort kommend ein Atom, dann gibt es folgende Moglichkeiten:

Dieses Atom kann entweder ein Wasserstoffatom H sein, oder ein weiteres C-Atom, dass
wieder durch einen Punkt verdeutlicht werden soll: Atom: H oder -.

Zentrum— H oder Zentrum

Abbildung 8: Anhangen eines Atoms an das Zentrum

Von besonderem Interesse ist hier das C-Atom, da es von dort aus zu weiteren
Verzweigungen kommen kann. Dieses C-Atom hangt unmittelbar am Zentrum. Wir fassen
diese beiden Moglichkeiten zu einer Menge E; (Ebene 1 umfasst alle diejenigen
Mdoglichkeiten, deren C-Atome maximal ein Atom weit vom Zentrum entfernt sind)
zusammen:

E.= {H, }

Wie erhalt man mit Hilfe von E; Ebene 2 (E,), also alle Mdglichkeiten, die es gibt, Aste an
das Zentrum anzufiigen (falls moglich), so dass alle C-Atome der Ebene 2 maximal zwei
Atome vom Zentrum entfernt sind?

Da am C-Atom der Ebene 1 bereits ein Bindungsarm zum Zentrum belegt ist, gibt es nur
noch drei weitere Bindungsarme, die mit Atomen belegt werden kénnen. Da alle
Moglichkeiten mit maximalem Abstand von zwei Atomen gesucht werden, sind in E, natirlich
die Moglichkeiten von E; enthalten. Zusatzlich gibt es noch folgende Moglichkeiten:

AR VAR VAR VAR VAR VAR VARV

Abbildung 9: Maglichkeiten der Verzweigungen bei Asten mit einer Lange von maximal
zwei Kohlenstoffatomen

Ast A ist aber bereits in E; () enthalten, kann also entfallen.



Wegen der freien Drehbarkeit von Einfachbindungen sind die Aste B, C und D identisch
(isomorph), ebenso die Aste E, F und G.

Damit in Zukunft solche Mehrfachzahlungen entfallen, wird vereinbart, dass bei isomorphen
Asten immer derjenige Ast ausgewahlt wird, bei dem mit den Wasserstoffatomen (von links)
begonnen wird (falls vorhanden).

Von den Asten B, C und D wird also hier Ast B als einzigen Vertreter ausgewahlt.

Von den Asten E, F und G wird Ast E als Vertreter ausgewahlt.

Dadurch enthélt E; noch folgende Aste:

S, H\r/.; H\V., \|/ }

Zur einfacheren Darstellung werden die Wasserstoffatome und die dazugehdrigen Aste
einfach weggelassen (bis auf das erste Element, da dort sonst gar nichts mehr stehen
wirde):

E,={H : L.
A
(Ast1) (Ast2) (Ast3) (Ast4) (Astb)

In E; sind die ersten beiden Elemente genau ein C-Atom vom Zentrum entfernt und die
Elemente drei bis finf genau zwei C-Atome vom Zentrum entfernt.

Da Hexan aus sechs Kohlenstoffatomen besteht und vom Zentrum des Molekiils aus in jeder
Richtung drei Kohlenstoffatome angefiigt werden kdnnen, benétigen wir fir die Isomere von
Hexan auch noch Es (maximal drei Kohlenstoffatome vom Zentrum entfernt).

Dazu wahlt man folgende Vorgehensweise, um tatsachlich einmal alle Moglichkeiten zu
erfassen und zum Zweiten auch kein Molekul doppelt aufzufihren:

Da E; alle Mdglichkeiten enthalt, Aste an das Zentrum anzufiigen (falls moglich), so dass alle
C-Atome der Ebene 3 maximal drei Atome vom Zentrum entfernt sind, ist die Konstruktion
von E3 mithilfe von E, mdglich. Es wird ein neues C-Atom eingefligt, das unmittelbar am
Zentrum sitzt:

Ast A

Abbildung 10: Mdgliche Verzweigungen an einem Kohlenstoffatom
An diese drei neu entstandenen Aste werden die finf mdglichen Aste der Ebene 2 angefiigt.
Insgesamt gibt es dafiir 5° = 125 Méglichkeiten, von denen aber einige uninteressant sind.

1. Die drei Aste dirfen nicht alle aus den ersten beiden Elementen von E, bestehen, da sonst
kein Ast mit drei Kohlenstoffatomen entstehen wirde.



Beispiel: Ast A=H, AstB=Hund AstC =-.

Der daraus resultierende Ast ist identisch mit dem dritten Element von E; (Ast 3).

Daher muss mindestens einer der drei Aste aus einem der Elemente drei bis fiinf aus Ez
bestehen, da nur diese auch tatséchlich eine Lange von zwei C-Atome besitzen.

2. Wegen der freien Drehbarkeit der Einfachbindungen sind z. B. folgende Kombinationen
identisch (isomorph): (Ast A=H, Ast B=H, Ast C =) istisomorph zu (Ast A = H,

AstB =, Ast C = H).

Diese Dopplungen kdnnen vermieden werden, wenn die funf Elemente beim Einsetzen in die

drei Aste aufsteigend verwendet werden, d. h. also immer Element 1 (H) vor Element 2 (-),
Element 2 vor Element 3, usw.

Auf diese Art und Weise ergeben sich fiir E; folgende Aste (die Aste aus Ez kdnnen auch hier
wieder in E; Ubernommen werden, da auch sie ,maximal 3 Atome"“ vom Zentrum entfernt

/1
A
/L

(Ast 06) (Ast07) (Ast08) (Ast09) (Astl10) (Astll) (Astl2)

E3:{ H

TN
VA VA VA VN V2
N NN S I
L N N



A ARA VAR AN,
NP PN VAN
ST I SV T
L7 NN N
SNV N/
NN PN 4
AVAVERAVAV
NN

Diese 36 Aste sind alle Mdglichkeiten, Alkanreste zu bilden, deren maximale Lange
hochstens aus drei Kohlenstoffatomen bestehen.

2. Schritt: Bildung aller Isomeren eines Alkans

Im untersuchten Beispiel sollen systematisch alle Isomere von Hexan gefunden werden. Da
Hexan sechs Kohlenstoffatome besitzt, besteht die langste gerade Kette aller moglichen



Isomeren aus maximal sechs Kohlenstoffatomen, die l&angste Kette kann also auch kirzer
sein. Diese Falle mussen alle systematisch untersucht werden:

(1) Langste Kohlenstoffkette besteht aus 1 Kohlenstoffatom

Vollstéandige Liste aller Alkane, deren maximale Kohlenstoffkette aus genau einem
Kohlenstoffatom besteht:

Li={-} L, besitzt ein Element

(2) Langste Kohlenstoffkette besteht aus 2 Kohlenstoffatomen

Vollstéandige Liste aller Alkane, deren maximale Kohlenstoffkette aus genau zwei
Kohlenstoffatomen besteht:

Lo={-—— -} L;besitzt ein Element

(3) Langste Kohlenstoffkette besteht aus 3 Kohlenstoffatomen

In der beschriebenen Vorgehensweise (1. Schritt) wird zunachst das Zentrum des Alkans
gesucht. Bei einem Alkan, deren langste Kette aus drei Kohlenstoffatomen besteht, ist das
Zentrum ein Kohlenstoffatom (das 2. Kohlenstoffatom der Hauptkette):

Ast A

Ast B . Ast D

Ast C

Abbildung 11: Verzweigungsmoglichkeiten an einem Kohlenstoffatom

Um nun alle Alkane zu erhalten, deren langste Kette aus drei Kohlenstoffatomen bestehen,
missen an dieses Zentrum Aste angehangt werden, deren maximale Lange aus einem
Kohlenstoffatom besteht, denn sonst wirde die l&angste Kohlenstoffkette gré3er als drei
werden. Daher miissen an das zentrale Kohlenstoffatom Aste aus E; angefligt werden. E;
besitzt die Elemente H (Lange 0) und - (Lange 1). Daher missen bei der Auswahl der Aste
mindestens zwei von ihnen aus Kohlenstoffatomen - bestehen, denn sonst ware die langste
Kohlenstoffkette kirzer als drei Atome.

Folgende drei Moglichkeiten sind denkbar: 2xH+2x-,1xH+3x - sowie4 X -.

Vollstéandige Liste aller Alkane, deren maximale Kohlenstoffkette aus genau drei
Kohlenstoffatomen besteht:



Ly={- : : : : : : : .}

(4) Langste Kohlenstoffkette besteht aus 4 Kohlenstoffatomen

Auch hier wird zunachst wieder das Zentrum des Molekiils bestimmt. Da die langste
Kohlenstoffkette nun aber geradzahlig ist, ist das Zentrum genau zwischen zwei
Kohlenstoffatomen. Die Mitte einer geradzahligen Kohlenstoffkette wird daher als die
kovalente Bindung zwischen den beiden mittleren Kohlenstoffatomen definiert:

Zentrum
Ast A Ast B

Abbildung 12: Verzweigungsmoglichkeiten bei einem Alkan mit geradzahliger langster
Kohlenstoffkette

Um nun alle mdglichen Alkane mit der langsten Kohlenstoffkette von vier Atomen zu
erhalten, brauchen fir die Aste A und B hier jeweils nur solche Aste eingesetzt zu werden,
die eine Lange von genau zwei Kohlenstoffatomen besitzen. Dazu kann E, verwendet
werden.

In E2 besitzen aber die ersten beiden Aste eine Lange von weniger als zwei
Kohlenstoffatomen, daher kénnen hier nur die Aste 3 bis 5 verwendet werden.

Wegen zu vermeidender Dopplungen sind auch hier z. B. die Kombinationen (Ast 3 — Ast 4)
und (Ast 4 — Ast 3) identisch und durfen daher nur einmal berticksichtigt werden. Fur L, gibt
es daher folgende Kombinationsmoglichkeiten: (Ast 3 — Ast 3), (Ast 3 — Ast 4),

(Ast 3 - Ast 5), (Ast 4 — Ast 4), (Ast 4 — Ast 5) und (Ast 5 — Ast 5):

Beispiel: - - -
Ast 3 Zentrum Ast 3

Vollstandige Liste:

f— — — /.
Ly={- : : : : : -

Ast3—-Ast3 = A1l Ast3—-Ast4 = A2
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Ast3—-Ast5 = A3 Ast4 —-Ast4 = A4
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Ast4 - Ast5 = A5 Ast5-Ast5 = A6 }

L4 besitzt 6 Elemente, d. h. es gibt genau 6 verschiedene Alkane, deren langste Kette aus 4
Kohlenstoffatomen besteht.

(5) Langste Kohlenstoffkette besteht aus 5 Kohlenstoffatomen

Da 5 eine ungerade Zahl ist, besteht das Zentrum wieder aus einem Kohlenstoffatom. Die
Vorgehensweise ist nun ganz analog zu der Vorgehensweise bei Ls. Wie in Abbildung 11
ersichtlich ist, missen auch hier wieder vier Aste an das zentrale Kohlenstoffatom angeftigt
werden. Hier missen aber mindestens zwei Aste dabei sein, deren Lange genau aus zwei
Kohlenstoffatomen bestehen, denn sonst kdnnte die langste Kette nicht aus funf
Kohlenstoffatomen bestehen.

Diese Aste miissen daher aus E; entnommen werden.

Da in E; ab Ast 3 alle folgenden Aste mindestens zwei Kohlenstoffatome besitzen, missen
wieder mindestens zwei Aste ab Ast 3 verwendet werden, die anderen beiden kénnen
beliebig gewahlt werden. Wegen der Vermeidung von Dopplungen werden auch hier die Aste
wieder in aufsteigender Reihenfolge verwendet. Unten wird eine Liste aller moglichen Alkane
angegeben, wobei die Bezeichnung 1-1-3-3 bedeuten soll, dass zweimal Ast 1 und zweimal
Ast 3 an das zentrale Kohlenstoffatom angehéangt werden:

ls = {1-1-3-3,1-2-3-3, 1-3-3-3, 2-2-3-3, 2-3-3-3, 3-3-3-3, 1-1-3-4, 1-2-3-4, 1-3-3-4,
2-2-3,4,2-3.3,4, 3-3-3-4, 1-1-4-4, 1-2-4-4, 1-3-4-4, 1-4-4-4, 2-2-4-4, 2-3-4-4, 2-4-4-4,
3-3-4-4, 3-4-4-4, 4-4-4-4, 1-1-3-5, 1-2-3-5, 1-3-3-5, 2-2-3-5, 2-3-3-5, 3-3-3-5, 1-1-4-5,
1-2-4-5, 1-3-4-5, 1-4-4-5, 2-2-4-5, 2-3-4-5, 2-4-4-5, 3-3-4-5, 3-4-4-5, 4-4-4-5, 1-1-5-5,
1-2-5-5, 1-3-5-5, 1-4-5-5, 1-5-5-5, 2-2-5-5, 2-3-5-5, 2-4-5-5, 2-5.5.5, 3-3-5-5, 3-4-5-5,
3-5-5-5, 4-4-5-5, 4-5-5.5, 5-5-5-5 }

Ls besitzt 53 Elemente, d. h. es gibt 53 mdgliche Alkane, deren langste Kette aus funf
Kohlenstoffatomen bestehen.
Die Zahl 53 kann mit Hilfe kombinatorischer Methoden berechnet werden, die Rechnung ist

+4-10 +4- 1 +3- 16
aber an dieser Stelle nicht relevant (53 = g 4 2 ? 4 9 22 9 860)
o

zg3 o &ly

Alle 53 Alkane zu zeichnen ist sehr langatmig. Daher beschranken wir uns hier auf die ersten
8:

Ls = {1-1-3-3; 1-2-3-3




1-3-3-3; 2-2-3-3

H

2-3-3-3: 3-3-3-3

1-1-3-4: 1-2-3-4
IH |
H H

(6) Langste Kohlenstoffkette besteht aus 6 Kohlenstoffatomen

Da 6 eine gerade Zahl ist, besteht das Zentrum wieder aus einer kovalenten Bildung geman
Abbildung 12.

An diese Bindung mussen nun auf beiden Seiten alle moglichen Aste angehangt werden,
deren Lange aus genau drei Kohlenstoffatomen bestehen. Diese werden aus E; entnommen.
Es enthalt 36 Elemente, aber erst die Elemente ab Ast 06 besitzen eine L&nge von genau
drei Kohlenstoffatomen. Daher dirfen nur diese verwendet werden. Lg besitzt daher alle
Maoglichkeiten, zwei Elemente der Aste 06 bis 36 in aufsteigender Reihenfolge auszuwahlen:

Ls = {06-06, 06-07, 06-08, ...., 06 — 36, 07-07, 07-08, ..., 07-36, ....... , 36-36}

Le besitzt insgesamt 496 Elemente (496 =31+ 30 + 29 + ... + 1).



Auch hier werden wieder beispielhaft nur die ersten vier Alkane aufgezeichnet:

06-06 06-07

PN

06-08 06-09

= ___ _Z
~

Isomere von Hexan

Um alle Isomere von Hexan zu finden, haben wir alle nétigen Vorarbeiten geleistet, denn die
langste Kette kann maximal aus sechs Kohlenstoffatomen bestehen.

Bei CsH14 besitzen aber alle Isomere genau sechs Kohlenstoffatome. Daher missen die
Mengen L; bis Lg nach solchen Alkanen durchsucht werden, die genau sechs
Kohlenstoffatome besitzen.

L1, L, und L3 besitzen nur Alkane mit weniger als sechs Kohlenstoffatomen.

L4 besitzt zwei Alkane mit sechs Kohlenstoffatomen: A 3 und A 4:

2,2-Dimethylbutan 2,3-Dimethylbutan
Ls besitzt ebenfalls zwei Alkane mit sechs Kohlenstoffatomen: 1-2-3-3 und 1-1-3-4:

1-2-3-3 1-1-3-4

S
| |\

3-Methylpentan 2-Methylpentan



Le besitzt nur ein Alkan mit sechs Kohlenstoffatomen: 06-06:

n-Hexan

Damit sind alle fiinf Isomere des Hexans gefunden.

Hohere Alkane

Die hier aufgezeigte Vorgehensweise funktioniert auch fur hthere Alkane. Sie ist fir Hexan
sicherlich umstandlich, besitzt aber eine Systematik, die auch auf hohere Alkane angewendet
werden kann.

Will man z. B. alle Isomere von Eicosan (CyoH42) bestimmen, bendtigt man zunéchst eine
Liste E; bis Eip von allen mdglichen Alkanésten mit der jeweiligen langsten Kohlenstoffkette.
Genau wie bei Hexan werden nun alle mdglichen Alkane der Reihe nach von L; bis Lz
gebildet, wobei die Ziffer immer die langste Alkankette im Molekil angibt. Dabei kann man
genau so verfahren, wie bei Hexan angegeben.

Zum Schluss mussen nur noch diejenigen Alkane herausgefunden werden, die genau 20
Kohlenstoffatome besitzen. Da Eicosan bereits 366.319 Isomere besitzt, wird man durch
Probieren sicherlich niemals alle Isomere finden kdnnen.

3. Umsetzung in einem Computerprogramm

Computer arbeiten intern nur mit Zahlen. Daher missen alle Aste, Listen und Algorithmen in
Zahlen ,codiert” werden, mit denen der Computer etwas anfangen kann. An dieser Stelle soll
nicht das komplette Programm erlautert werden, sondern lediglich die prinzipielle
Vorgehensweise. Geschickte Programmierer sind dann in der Lage, das beschriebene
Verfahren in ein Computerprogramm umzusetzen.

Die Vorgehensweise wird in drei Schritten beschrieben: Abspeicherung der Aste mit
Zahlencodes, Bildung von Alkanen anhand von Beispielen und deren Erweiterung auf
allgemeine Alkane.

1. Schritt: Abspeicherung der Aste mit Zahlencodes

Wie oben beschrieben, werden auch hier lediglich die Kohlenstoffatome zur Abspeicherung
verwendet, da aus der Vierbindigkeit eines Kohlenstoffatoms in einem Alkan die
Wasserstoffatome eindeutig festgelegt sind.
Zun&chst missen alle beschriebenen Aste zahlenmaRig erfasst werden. Dabei missen
folgende Informationen enthalten sein:

- die Anzahl der Kohlenstoffatome im jeweiligen Ast

- die Verknupfung der Kohlenstoffatome untereinander

Dies kann durch die im Folgenden beschriebene Vorgehensweise erreicht werden.
Zunéchst werden alle Aste aus E; und E; codiert. Dabei werden die Kohlenstoffatome eines
Astes durchnummeriert. Dabei wird mit dem Kohlenstoffatom begonnen, welches sich am
nachsten am Zentrum befindet. Dies soll hier an allen Asten von E; gezeigt werden:



Ein Ast wird durch eine Klammer mit Zahlen codiert, bei der die Anzahl der Zahlen in der
Klammer der Anzahl der Kohlenstoffatome im Ast entspricht.

2 3 4
E,={H 1- 2.

/A

(Ast1) (Ast2) (Ast3) (Ast4) (Astb)

Astl=() Kein Kohlenstoffatom vorhanden.
Ast2=(1) Das 1. Kohlenstoffatom bekommt die Zahl 1 zugewiesen.
Ast3=(1,1) Das 1. Kohlenstoffatom bekommt die Zahl 1. Das 2.

Kohlenstoffatom ist in Richtung Zentrum mit Kohlenstoffatom 1

verknupft. Daher wird dem Kohlenstoffatom 2 die Zahl 1 zugewiesen.
Ast4=(1,1,1) Das 1. Kohlenstoffatom bekommt die Zahl 1. Das 2.

Kohlenstoffatom ist in Richtung Zentrum mit Kohlenstoffatom 1

verknupft. Daher wird dem Kohlenstoffatom 2 die Zahl 1 zugewiesen.

Das 3. Kohlenstoffatom ist in Richtung Zentrum mit Kohlenstoffatom 1

verknupft. Daher wird dem Kohlenstoffatom 3 die Zahl 1 zugewiesen.
Ast5=(1,1,1,1) Analog zu Ast 4.

Nun sollen jedoch auch langere Aste codiert werden, die durch Anhangen von kleineren
Asten entstehen. Dies soll hier am Beispiel von Ast 19 gezeigt werden.

/\/
o

Ast 19 entsteht dadurch, dass an das neue Kohlenstoffatom Richtung Zentrum drei Aste
angehangt werden: Ast 1 = (), Ast4 =(1,1,1) und Ast5=(1,1,1,1)

Fir die Codierung von Ast 19 wird eine Klammer mit 8 Zahlen ben6étigt (fir 8 C-Atome: 1
neues C-Atom Richtung Zentrum, 3 C-Atome von Ast 4 und 4 C-Atome von Ast 5).

Das neue C-Atom Richtung Zentrum bekommt die Zahl 1. Nun werden die drei Aste 1, 4 und
5 zun&chst einfach dahinter geschrieben (da Ast 1 kein Kohlenstoffatom besitzt, braucht
auch nichts angefugt zu werden):

1,2,1,1,1,1,1,2)
Da Ast 4 nun anders nummeriert werden muss, missen daher alle Kohlenstoffatome dieses

Astes um 1 erhoht werden, namlich um das Kohlenstoffatom, das neu hinzu gekommen ist:
(1,2,2,2,1,1,1,1)



Die erste 2 (2. Kohlenstoffatom) wére aber bei dieser Schreibweise mit sich selber verknupft.
Da es jedoch mit dem C-Atom 1 verknipft ist, muss diese 2 wieder auf 1 abgeéndert werden:
(1,1,2,2,1,1,1,2).

Vor Ast 5 befinden sich 4 andere Kohlenstoffatome (ein neues Kohlenstoffatom und drei
Kohlenstoffatome von Ast 4, daher muss bei Ast 5 zu allen Zahlen 4 addiert werden:
(1,1,2,2,5,5,5,5).

Die erste 5 ware aber bei dieser Schreibweise mit sich selber verknupft. Da sie jedoch mit C-
Atom 1 verknupft ist, muss diese 5 wieder auf 1 abgeandert werden: (1,1,2,2,1,5,5,5). Dies
ist die endgultige Zahlenkombination, mit der Ast 19 abgespeichert wird. Aus dieser
Zahlenkombination kann rickwirkend wieder Ast 19 ermittelt werden.

3 46 7 8

S Codierung: 1 a 1

/\/
3a?

2. 5. 4 a2

|/ 5a 1
6 &b

1-  (Ast19) 7as
8abs

An einem weiteren Beispiel (Ast 31) soll die Codierung verdeutlicht werden:
- (Ast 31)

Ast 31 entsteht durch Anhangen der Aste 3, 4 und 5 an ein neues Kohlenstoffatom. Daher
wird zur Codierung von Ast 31 eine Klammer mit 10 (1+2+3+4 = 10) Zahlen bendétigt.

Ast3=(1,1), Ast4=(1,1,1) und Ast5=(1,1,1,1)
Das neue Kohlenstoffatom erhalt die Zahl 1. Zunachst werden wieder die drei Aste 3, 4 und 5
an die neue Zahl 1 angehangt: (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1).

Die Zahlen von Ast 3 (2. und 3. Kohlenstoffatom) werden um 1 erhoht: (1,2,2,1,1,1,1,1,1,1).
Die erste 2 muss wieder auf 1 abgeandert werden, weil das zweite Kohlenstoffatom nicht mit
sich selbst, sondern mit Kohlenstoffatom Nummer 1 verknapftist: (1,1,2,1,1,1,1,1,1,1).

Die Zahlen von Ast 4 (4. bis 6. Kohlenstoffatom) werden um so viele Zahlen erhéht, wie
Kohlenstoffatome vor Ast 4 stehen, alsoum 3: (1,1,2,4,4,4,1,1,1,1).

Da aber Kohlenstoffatom Nummer 4 mit Nummer 1 verknipft ist, muss diese 4 wieder auf 1
abgeéndert werden: (1,1,2,1,4,4,1,1,1,1).

Die Zahlen von Ast 5 (7. bis 10. Kohlenstoffatom) miissen um 6 erhéht werden:
(1,1,2,1,4,4,7,7,7,7).



Da aber Nummer 7 mit Nummer 1 verknipft ist, erhalt man die endgultige Codierung von Ast
31:(1,1,2,1,44,1,7,7,7)

3 5689 10 Codierung:
2. 4 . 7 -
1 -
Wie oben beschrieben, wird Ebene E; durch die Ebene E, derart ermittelt, dass an ein neues
Kohlenstoffatom in Richtung Zentrum alle méglichen Aste der Ebene E, angehangt werden,

wobei wegen der moglichen Vertauschungen auf die aufsteigende Reihenfolge und auf die
langste Kohlenstoffkette geachtet werden muss.
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Abbildung 13: Anhangen von drei Asten an ein Kohlenstoffatom

Da an dieses neue Kohlenstoffatom drei mogliche Aste angehangt werden kénnen, erreicht
man das durch drei ineinander geschachtelte Schleifen.

Ast A: Schleife a, verwendet werden kénnen die Aste 3 bis 5, da ansonsten die Lange
des Astes nicht aus drei Kohlenstoffatomen besteht.

Ast B: Schleife b, verwendet werden kénnen alle finf Aste, wegen moglicher
Dopplungen aber hiéchstens bis zu demjenigen Ast, der in Ast A verwendet wurde.

Ast C: Schleife ¢, verwendet werden kénnen alle funf Aste, wegen moglicher Dopplungen
aber hdchstens bis zu demjenigen Ast, der in Ast B verwendet wurde.

Es ergibt sich folgender Pseudocode fiir Ebene Es:

Fora = Ast3to Ast 5do
Forb =Ast1toado
Forc=Ast1tobdo
Hange die drei Aste an ein neues Kohlenstoffatom an
end
end
end.

Pseudocode | fir Ebene E;

Alle neu entstandenen As__te werden zu den bisherigen Asten von E; hinzugefigt, so dass auf
diese Art und Weise alle Aste von E; erzeugt werden.



2. Schritt: Bildung der Alkane an einigen Beispielen

Nun missen noch die entsprechenden Alkane wie im 2. Schritt gebildet werden.

Dabei muss man zwischen geraden und ungeraden Kohlenstoffzahlen der jeweils langsten
Kette unterscheiden. Denn bei einer geradzahligen Kohlenstoffanzahl ist das Zentrum eine
Atombindung, bei ungeradzahliger Kohlenstoffanzahl ein Kohlenstoffatom.

1. Fall: geradzahlige Kohlenstoffanzahl — Beispiel: n = 6

Wenn das Zentrum eine Atombindung ist, muss an beide Enden jeweils ein Ast angeflgt
werden. Im Falle der langsten Kohlenstoffzahl von 6 miissen dies die Aste von Ez sein. In E3
sind aber erst ab Ast 06 alle Kohlenstoffaste auch tatséchlich drei Kohlenstoffatome lang.
Daher dirfen bei der Besetzung nur diese Aste verwendet werden. Auch hier werden wegen
moglicher Dopplungen die Aste immer nur aufsteigend verwendet. Die Alkane werden daher
mit zwei ineinander geschachtelten Schleifen gebildet:

For a = Ast 06 to Ast 36 do
Forb = Ast 06 to a do
Bilde das entsprechende Alkan mit der langsten Kette von 6 C-Atomen
end

end.

Pseudocode Il fiir eine langste Kohlenstoffkette von 6 C-Atomen

Bei den entstehenden geradzahligen Alkanen wird vermerkt, dass es sich um eine langste
geradzahlige Kohlenstoffanzahl handelt. Dabei werden die beiden Aste mit abgespeichert.

2. Fall: ungeradzahlige Kohlenstoffanzahl — Beispiel: n =5
Wenn das Zentrum ein Kohlenstoffatom ist, muss an die vier Bindungsarme jeweils ein Ast
angefuigt werden. Fur n = 5 dirfen die Aste maximal zwei Kohlenstoffatome lang sein, wobei
aber zwei von diesen vier Asten genau zwei Kohlenstoffatome besitzen missen, sonst wiirde
keine Funferkette entstehen.

E, besitzt 5 Elemente, von denen ab Ast 3 alle Aste genau zwei Kohlenstoffatome besitzen.
Von den vier zu bildenden Schleifen miissen daher genau zwei nur die Aste 3 bis 5 (in
aufsteigender Reihenfolge) durchlaufen, die anderen beiden Schleifen kdnnen beliebig alle
Aste 1 bis 5 (in aufsteigender Reihenfolge) enthalten:

For a = Ast 3 bis Ast 5 do
For b = Ast 3 bis a do
Forc = Ast1 bis b do
Ford =Ast 1 bis c do
Bilde das entsprechende Alkan mit der langsten Kette von 5 C-Atomen
end
end
end
end.

Pseudocode lIl fur eine langste Kohlenstoffkette von 5 C-Atomen

Bei den entstehenden ungeradzahligen Alkane wird vermerkt, dass es sich um eine langste
ungeradzahlige Kohlenstoffanzahl handelt. Dabei werden die vier Aste mit abgespeichert.



Um die Isomere von Hexan zu bestimmen, braucht das Programm nur von allen so
gebildeten Alkanen diejenigen herauszusuchen, die genau 6 Kohlenstoffatome besitzen.

3. Schritt: Bildung von Alkanen mit einer beliebigen Kohlenstoffanzahl C,Han+2

Um ein Alkan mit beliebiger Kohlenstoffzahl zu bilden, erweitert man die bisherige
Vorgehensweise.

Bei Alkanen mit gerader Kohlenstoffzahl werden alle Aste bis zu einer maximalen Lange von

| = g bendtigt. Bei Alkanen mit ungerader Kohlenstoffanzahl werden alle Aste bis zu einer

maximalen Lange | = nZl bendtigt.

Dazu miussen die Listen Eg bis E, sukzessive erzeugt werden: aus E; erhalt man E, aus E;
erhalt man Es, usw, jeweils so, wie im folgenden allgemeinen Pseudocode | beschrieben.

Genau wie in Pseudocode | fur den Fall der Ebene 3 wird diese Vorgehensweise
verallgemeinert fur den Fall k:

Dazu missen noch folgende Parameter festgelegt werden.

Nehmen wir an, Ey.1 sei gebildet, dann ergibt sich Ex durch folgenden Algorithmus. Sei ¢Ex.1¢
die Anzahl der Elemente in Ex.; und sei px.; die Nummer des ersten Astes in Ey.; mit einer
Lange von k-1 (im oben beschriebenen Fall fiir Es war ¢E>¢ =5 und p2 = 3.

For a = Ast pk.1 to Ast ¢Ex.1¢ do
Forb =Ast1ltoado
Forc=Ast1tobdo
Hange die drei Aste an ein neues Kohlenstoffatom an
end
end
end.

Pseudocode | fir Ebene Ex
Auf diese Art und Weise werden alle Ebenen von Ey bis E,; gebildet.

Um alle Alkane mit insgesamt n Kohlenstoffatomen zu erzeugen, bildet man — genau wie
oben beschrieben — jeweils Alkanlisten mit der jeweils langsten Kette von 1 bis n.

Dabei muss wieder zwischen geraden und ungeraden langsten Ketten unterschieden
werden. Fur gerade langste Ketten wird der verallgemeinerte Code von Pseudocode |l
verwendet.

Fir die Erstellung einer Liste mit allen Alkanen, deren langste Kohlenstoffkette genau m (m
gerade) Kohlenstoffatome besitzen, wird wiederum derjenige Ast p bendtigt, der erstmals k =

% Kohlenstoffatome besitzt, damit bei der Zusammensetzung wieder 2% =m

Kohlenstoffatome entstehen (im oben beschriebenen Fall m = 6 war p = 6):



For a = Ast p to Ast <Ex+do
Forb =Astptoado
Bilde das entsprechende Alkan mit der langsten Kette von m C-Atomen
end

end.

Pseudocode Il fur eine langste Kohlenstoffkette von m C-Atomen (m gerade)

Entsprechend ist die Vorgehensweise fir Listen mit ungerader langster Kohlenstoffkette.

Dieser wird wie in Pseudocode Il hier allgemein gebildet, wobei hier k :mz—l ist:

For a = Ast p bis =Ex+do
For b = Ast p bis a do
Forc = Ast 1 bis b do
For d = Ast 1 bis c do
Bilde das entsprechende Alkan mit der langsten Kette von m C-Atomen
end
end
end
end.

Pseudocode lIl fur eine langste Kohlenstoffkette von m C-Atomen (m ungerade)

Nun muss das Programm lediglich noch alle Listen L; bis L, durchforsten und die jeweilige
Anzahl der Kohlenstoffatome bestimmen. Dabei werden genau diejenigen aus allen Listen
herausgesucht, die genau n Kohlenstoffatome besitzen. Damit sind alle Isomere von C,Hzn2
gefunden. Wenn man es ganz geschickt machen mochte, achtet man schon bei der
Konstruktion der Listen E; darauf, dass Aste mit zu vielen Kohlenstoffatomen gar nicht erst
konstruiert werden.

4. Anzahl isomerer Alkane

Mithilfe des bisherigen Verfahrens ist es moglich, alle Isomere zu einem bestimmten Alkan
systematisch zu konstruieren. Mit Hilfe eines Computerprogramms lassen sich damit die
Isomere der ersten 20 Alkane einfach bestimmen. Fir die folgenden Alkane gibt es mit dem
beschriebenen Programm allerdings Probleme. Denn bei der Konstruktion miissen alle
entstehenden Aste und alle Isomere entweder im Arbeitsspeicher gehalten - oder auf der
Festplatte abgelegt werden. Bei CzoHe2 gibt es bereits tber vier Milliarden Isomere. Dies
bereitet den meisten Rechnern Probleme. Zusatzliche Schwierigkeiten bereitet die
Rechenzeit. Fiir die Konstruktion aller Isomeren von CyoHgz werden bereits tiber 10
Rechenoperationen bendtigt.

Bei nur ein paar zuséatzlichen Kohlenstoffatomen bereitet auch die Rechengeschwindigkeit
Probleme, da fiir die Konstruktion aller Isomeren von CyoHg, bereits tiber 10
Rechenoperationen bendtigt werden.



Manchmal reicht es jedoch aus, lediglich die Anzahl der Isomeren von einem bestimmten
Alkan zu kennen. Bei der Herstellung von Benzin werden z. B. unverzweigte Alkane in
verzweigtere Alkane umgewandelt, um die Klopffestigkeit zu erhéhen.

Um die Anzahl der Isomeren zu bestimmen, wird der vorher beschriebene Weg etwas
abgeandert. Es werden dazu nicht mehr die Aste bzw. die Alkane selbst verwendet, sondern
lediglich deren Anzahl. Das Prinzip bleibt jedoch das gleiche.

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren gezeigt, mit dem die Anzahl der Isomeren eines
bestimmten Alkans sukzessive berechnet werden kann.

A. Darstellung der Alkanaste in einer mathematischen Form

Wie aus dem vorigen Abschnitt ersichtlich ist, werden folgende Informationen aus den Asten
bendtigt: - Anzahl der Aste, bei denen die Lange der langsten Kette eine bestimmte
Grolde
besitzt
- Anzahl der Aste, bei denen die Lange der langsten Kette hochstens eine
bestimmte GréRRe besitzt
- Anzahl der Kohlenstoffatome des jeweiligen Astes

In diesem Abschnitt wird an einem Beispiel (wiederum Hexan) die Vorgehensweise der
Bestimmung der Anzahl der Isomeren erlautert und anschlielRend verallgemeinert.

In Abschnitt 2 wurden die Alkanaste mit einer bestimmten langsten Kohlenstoffkette
bestimmt. Diese Aste werden bei der Anzahlbestimmung nicht komplett bengtigt, sondern
lediglich die oben angesprochenen Informationen.

Fir die Konstruktion der Isomeren von Hexan wurden die Mengen von Alkanasten E; bis E;
bendtigt. Hier werden also weniger Informationen bendtigt.

Alkanéaste der Lange von 0 bzw. 1 Kohlenstoffatom:
El = {H, }

E1 enthéalt einen Ast der Lange 0 und einen Ast der Lange 1. Dies wird auf folgende Art und
Weise in einer mathematischen Formel gespeichert:

H = 1>C° oder einfach nur C° und - = 1>C* oder einfach nur C*, wobei die Hochzahl die
Anzahl der Kohlenstoffatome im betreffenden Ast angibt.

Vor dem Kohlenstoffatom steht die Anzahl der jeweiligen Aste.

Die Vorteile dieser Schreibweise werden sich sehr bald zeigen.

Da aber immer auch die Langen der langsten Kohlenstoffketten der jeweiligen Aste benotigt
werden, wird zusatzlich folgende Unterscheidung vorgenommen:

E«(C)=C® und E-(C)=C'

E«1(C) = 1C bedeutet: es gibt 1 Ast der Lange von weniger als einem C-Atom mit insgesamt
Kohlenstoffatomen.



E-1(C) = 1C bedeutet: es gibt 1 Ast der L&nge von genau einem C-Atom mit insgesamt 1
Kohlenstoffatom.

Diese beiden Darstellungen E<1(C) und E=1(C) kdnnen als formale Polynome mit der
unbestimmten Variablen C aufgefasst werden.

(Bemerkung: Solche so genannten erzeugenden Funktionen werden in der fortgeschrittenen
Kombinatorik haufig verwendet).

Analog werden die Funktionen der nachst hoheren Ebene ermittelt.

Alkanéste der Lange von 2 Kohlenstoffatomen:

/N

(Ast1) (Ast2) (Ast3) (Ast4) (Astb)

EZZ{H

E<x(C) = E<1(C) + Exy(C) =C®+ C!
E-,(C)=Cc?+C?®+C*

Erklarung: E,(C) = C” + C* + C* = 1C? + 1C° + 1C* bedeutet: es gibt 1+1+1 = 3 Aste der
Lange von genau zwei C-Atomen. Dabei besitzt 1 Ast , 1 Ast
und 1 Ast

In einer Menge werden die Objekte durch Semikolons voneinander getrennt. Beim Ubergang
zur Funktion werden die Objekte additiv miteinander verknupft, weil die Addition in einer
Funktion dem Hinzufligen bei einer Menge entspricht.

Analog erhalt man E<3(C) = E<»(C) + E»(C) = C®+ C*+ C?+ C® + C*
E, = {Ast 1; Ast 2; Ast 3; Ast 4; Ast5} =) E_,(C)=C°+C'+C?+C3+C*
Alkanéste der Lange von 3 Kohlenstoffatomen:

Nun wird lediglich noch E=3(C) bendétigt. Diese Konstruktion ist allerdings etwas schwieriger.
Es wurde im Abschnitt 2 dadurch gebildet, indem alle moglichen Kombinationen von drei
Asten aus E, mit einem neuen Kohlenstoffatom verbunden wurden. Wenn darauf geachtet
wird, dass die langste Kohlenstoffkette tatsachlich aus drei Kohlenstoffatomen besteht, dann
gibt es dafur folgende drei Moglichkeiten:

(@) 1 Ast der Lange 2 und 2 Aste der Lange <2
(b) 2 Aste der Lange 2 und 1 Ast der Lange <2
(c) 3 Aste der Lange 2

(@) 1 Ast der Lange 2 und 2 Aste der Lange <2



Aste der Lange 2 sind durch E-»(C) festgelegt: E-,(C)=C?+ C3®+C".
Aste der Lange <2 sind durch E<(C) festgelegt: E«(C)=C%+C.

Um Doppelzahlungen zu vermeiden, mussen von E<«»(C) zwei Aste in aufsteigender
Reihenfolge ausgewahlt werden. Daflr gibt es folgende Moglichkeiten:
Cc®und c°, c® und C! sowie Ct und C*.

C° und C° sind zwei H-Atome, besitzen also zusammen 0 Kohlenstoffatome, d. h. die
Kombination von C° mit C° ergibt C°.

C® und C* besitzen zusammen 1 Kohlenstoffatom, d. h. C° kombiniert mit C* ergibt C*.
C' und C* besitzen zusammen 2 Kohlenstoffatome, d. h. C* kombiniert mit C* ergibt C2.

Aus diesen drei Beispielen ist ersichtlich, dass die hoch geschriebene Kohlenstoffanzahl
auch im mathematischen Sinne als Hochzahl interpretiert werden kann, wenn die
Kombination der beiden als mathematisches Produkt interpretiert wird, da beim Produkt von
Potenzen die Exponenten addiert werden:

coc’ =P ¢t =ctund Chxct=C%

Um alle drei Kombinationen zu einem Term zusammen zu fassen, missen sie im
mathematischen Sinne ,addiert" werden:

2 Aste der Lange <2: C° + C! + C?

Sollen nun analog alle Moglichkeiten von 1 Ast der Lange 2 und 2 Aste der Lange <2
gebildet werden, missen auch hier wiederum nur beide Mdglichkeiten miteinander
kombiniert (also mathematisch miteinander multipliziert) werden:

(1 Ast der Lange 2) x(2 Aste der Lange <2) =

(C2+C3+C4))(C0+C1+Cz)zcz+C3+C4+C3+C4+C5+C4+C5+C6
=C?+2C*+3C*+2C°+C° (a)

(b) 2 Aste der Lange 2 und 1 Ast der Lange <2
Zuné&chst wird eine Formel fiir “ 2 Aste der Lange 2“ gebildet:
E,(C)=C?*+C3+C*

Bei diesen drei Asten ist es etwas schwieriger, alle Moglichkeiten zu finden, zwei Aste in
aufsteigender Reihenfolge auszuwéhlen. Dabei gibt es folgende Mdglichkeiten:

cihc?=ct cihct=ct cict=cC’
cici=c® ciei=ct chcht=ct

Also insgesamt: C* + C°+2C% + C" + C® (2 Aste der Lange 2)

Dieses Verfahren ist muhselig, zumal absehbar ist, dass es mit steigender Astlange immer
komplizierter wird. AuRerdem soll dieses Verfahren automatisiert werden, sodass es auch mit
Computerhilfe 16sbar wird. Daher erscheint ein anderes Verfahren sinnvoller.



In diesem Beispiel missen zwei Elemente aus einer Menge von drei Elementen mit
Wiederholung in aufsteigender Reihenfolge ausgewahlt werden. Diese Anzahl kann mit
B8+2-10 %9 6.

25
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Hier ist aber nicht nur die Anzahl der Aste selbst von Bedeutung, sondern auch die jeweilige
Anzahl der Kohlenstoffatome in jedem Ast, die durch diese Formel nicht ermittelt werden
kann.

kombinatorischen Methoden leicht ausgerechnet werden: g

Dazu wird folgende Uberlegung angestellt.

Alternative Herleitung fir Fall (b): , Auswahl von 2 Asten aus einer beliebigen Liste*

Mit E(C) = p>xC?®+ q»CP + nC° + ... ist ein Polynom dargestellt, das die Anzahlen einer Liste
von Alkanasten beschreibt. Daraus muss ein Polynom fur die entsprechende Liste der
Alkanaste gebildet werden, wenn man aus diesen genau zwei mit Wiederholung in
aufsteigender Reihenfolge auswahlt?

Die Anzahl der Elemente betragt in E(C) genau k =p + q +r + ... Die p Aste von C? sind
natdrlich nicht identisch, sie besitzen aber die gleiche Lange und die gleiche Anzahl von
Kohlenstoffatomen.

Diese Auswahl werde mit P, (E(C)) (,2 fur die Auswahl von 2 Asten) bezeichnet.

Abbildung 14: Ansetzen von 2 Asten an ein neues Kohlenstoffatom
1. Fall: Zunachst werden alle Kombinationen betrachtet, bei denen beide Aste identisch sind

Ast A=AstB=C? AstA=AstB=C" usw., wobei hier die Aste tatsachlich identisch sein
sollen; nicht nur die Anzahl der Kohlenstoffatome soll gleich sein.

Daflr gibt es genau k Méglichkeiten, also genau so viele, wie E(C) Elemente besitzt, denn es
gilt fur alle identische Aste:

Ca)Ca CZa Cb)Cb CZb CC>CC CZC

Wegen c*?= ( a) c®= (Cb) usw. kann in diesem Fall bei zwei identischen Asten auch

E(C?) geschrieben werden, denn es werden lediglich alle k Summanden aus E(C) quadriert
und damit der Exponent verdoppelt (der Koeffizient vor dem C* bleibt unverandert).

E(C) = pXC*+ qC” + »C® + ... Quadrieren aller Summanden (s.0.) ergibt:
pC?+ g+ nC + .. =p{Caf + g + et f + .. =B

2. Fall: Nun werden alle Kombinationen betrachtet, bei denen die beiden Aste verschieden
sind



Wenn beide Aste in Abbildung 14 beliebig gewahlt werden kénnten, miissten fiir Ast A alle
moglichen Aste aus E(C) eingesetzt werden kdnnen und fir Ast B auch alle moglichen Aste
aus E(C) eingesetzt werden kdénnen:

E(C) xE(C) = E*(C)

Da aber im 2. Fall alle Kombinationen betrachtet werden, bei denen beide Aste verschieden
sind, mussen diejenigen Félle abgezogen werden, bei denen die beiden Aste identisch sind,
also diejenigen Félle des 1. Falls:

E%(C) - E(C?

Da die Reihenfolge wieder unberticksichtigt bleibt und die Aste A und B in aufsteigender
Reihenfolge vorkommen missen, muss diese Differenz durch 2 dividiert werden:

E*(C)- E(C?)
2

3. Fall: Alle méglichen Kombinationen aus 1. Fall und 2. Fall:

Da sowohl der 1. Fall als auch der 2. Fall eintreten kann, muss daher die Summe beider
Falle gebildet werden:

P2(E(C)) = E(C?) +

E?(C)- E(C?) _ E?(C)+E(C?)
2 N 2

E*(C)+E(C?)

P2(E(C)) = 5

Mit dieser Formel kann tats&chlich die Auswahl von 2 Asten der Lange 2 gebildet werden:
E(C)=C?+C3®+C*

E.,"(C)+EL(C%) _
2
Lot vorwcf slery o) +leeF)

Mit obiger Formel gilt: P2(E=2) =

- ;(C“ +C® +C® +2C*C* +2C7C* +2C°C* +C* +C° +C®) = C*+ C* +2C° + C" + C*, diese

Formel wurde bereits oben ermittelt.
Fur den Fall b werden nun noch alle Mdglichkeiten fur ,1 Ast der Lange <2“ ben6tigt, also
mit einem Element aus E<(C): (C° + CY).

Fir den gesamten Fall b missen daher noch die beiden Terme ,1 Ast der Lange 2 und 2
Aste der Lange <2“ miteinander kombiniert (also multipliziert) werden:

(C*+C’+2Ct+C'+C¥ x(C’+Ch=Cc*+C°+2c°+C'+C®+C°+Cct+2Cc"+C®+ C°



=C*+2C°+3C®+3C"+2C®+C° ()
(c) 3 Aste der Lange 2

Dazu missen drei Aste aus E-»(C) verwendet werden, die in aufsteigender Reihenfolge
notiert werden mussen.

Da bei diesem Verfahren spater wieder eine Auswahl aus noch umfangreicheren Termen
gebildet werden muss, ist es auch hier sinnvoll, analog zu P, eine Formel P3; zu entwickeln,
die eine Auswahl von drei Elementen aus einer Liste mit Wiederholung unter
Berlcksichtigung der Reihenfolge gestattet.

Die Herleitung einer Formel fur P3 ist etwas langwierig und wirde den verfolgten
Gedankengang unterbrechen. Daher wird hier nur das Ergebnis fur P; angegeben. Der
interessierte Leser kann die Herleitung im Anhang nachvollziehen.

E3(C) + 3E(C)E(C?) + 2E(C?®)
6

P3(E(C)) =

Mit dieser Formel kénnen nun die drei Aste der Lange 2 gebildet werden:

E_,’(C) +3E,(C*)E,(C) + 2E,(C°)
6

P3(E:2(C) =

Mit E-(C) = C? + C® + C* folgt daher

[c2+c?+cef +3(ct +co +cf)qc? +C? +C?)+ 2c0 +C° +C2)

P3(E:2(C) = 6

N

A {C®+3C +6CE+7C%+6C+3CM+C 4 +3CP+3C +6C+3C*+6C 1 +3C M +3C 4 +2C+2C%+2C
= é><(6C6+6C7+12CB+12C9+12C1°+6C”+6C12] = C+C+2c%+2C%+2C+CH+C? (o)

Fir die Herleitung von ,Alkanéaste der Lange von 3 Kohlenstoffatomen* mussen nun alle
drei Félle (a bis c) zusammengefasst (also addiert) werden:

C*+2C%®+ 3C*+2C°+C°

+C*+2C°+3C°+3C"+2C%+ C°+ C®+ C"+ 2C%+ 2C°+ 2C™ + CM'+ C*?
=C?+2C%+4C*+4C° +5C° +4C7 +4C° + 3C” + 2C*° + C* + C¥

Um E=3(C) zu erhalten, muss jedoch noch ein C-Atom angefuigt werden (das Polynom also
mit C multipliziert werden), da ein weiteres C-Atom an das Zentrum angeknipft wurde und
sich dadurch die Anzahl der Kohlenstoffatome jeweils um 1 erhoht:

E=3(C) = CXC? + 2C° + 4C* + 4C° + 5C° + 4C" + 4C® + 3C® + 2Cc™ + c* + C19)
=C®+2C*+4C°+4C° + 5C" +4C° + 4C° + 3C* + 2C** + C** + C*°

Die Summe der Koeffizienten(1 + 2 + 4 + ... + 1) betragt 31, namlich genau die Aste aus E;
mit den Nummern 06 bis 36 (mit der Lange von genau 3 C-Atomen).



Von diesen 31 Asten ist genau einer dabei mit 3 C-Atomen (Ast 06), zwei Aste mit 4 C-
Atomen (Ast 07 bis Ast 09), 4 Aste mit genau 5 C-Atomen (Ast 08, Ast 10 und Ast 12), usw.

Betrachten wir noch einmal zusammenfassend, wie E=3(C) konstruiert wurde.

Teil a: 1 Ast der Lange 2 und 2 Aste der Lange <2

1 Ast der Lange 2: E=,(C) wird kombiniert (also multipliziert) mit 2 Asten der Lange <2, also
mit P2(E<2(C)).

Fir den Teil a erhélt man daher E-3(C)P2(E<2(C))

Teil b: 2 Aste der Lange 2 und 1 Ast der Lange <2
2 Aste der Lange 2: P2(E=»(C)) wird multipliziert mit einem Ast der Lange <2, also mit E<»(C).
Fir den Teil b erhélt man daher P2(E=2(C))XE<«(C)

Teil c: 3 Aste der Lange 2
3 Aste der Lange 2 erhalt man durch P3(E=(C))

Um alle mdglichen Kombinationen zu erhalten, missen diese drei Félle miteinander addiert

werden und wegen des zuséatzlichen neuen Kohlenstoffatoms die Summe mit C multipliziert
werden.

Gesamtergebnis: E-3(C) = C E=5(C)*P2(E<«2(C)) + P2(E=2(C))*xE«(C) + P3(E=2(C))]

Diese Vorgehensweise lasst sich verallgemeinern. Dadurch ist es moglich, rekursiv alle
Astanzahlen E-»(C) auf folgende Art und Weise berechnen:

begin
E<n+1)(C) = E=n(C) + E<n(C)

E=n+1)(C) = Cf E=n(C)P2(E<n(C)) + P2(E=n(C))XE<n(C) + P3(E=n(C))]

end.

Pseudocode 4: Ermittlung aller Aste mit einer Lange von weniger als (n+1)
Kohlenstoffatomen bzw. mit genau (n+1) Kohlenstoffatomen

Zusammenfassung der Ergebnisse von Teil A:

E«(C) =C°

E-1(C)=C'

E«(C) =C°+ C?

E-(C)=Cc?+C?®+C*

Es(C)=C°+C*+C?+C®+C*

E=3(C) = C*+2C* +4C° + 4C° + 5C" + 4C® + 4C° + 3C*® + 2c™ + c? + C*®

B. Bildung der Alkane mit der jeweiligen langsten Kohlenstoffkette

Im n&chsten Schritt werden wie bei der Konstruktion Alkane mit der jeweiligen langsten
Kohlenstoffkette gebildet.

Betrachten wir dazu wieder das Beispiel Hexan.



Dazu mussen alle Alkane untersucht werden, deren langste Kohlenstoffkette hochstens 6
Kohlenstoffatome besitzen.

(1) Alkanfunktion mit der langsten Kohlenstoffkette von 1

Analog zu den Mengen in Abschnitt 2 definieren wir hier L;(C) als die Funktion, die alle
Alkane mit einer maximalen Kettenlange von einem Kohlenstoffatom angibt. Dies kann nur
E-1(C) selbst sein, also L,y(C)=C*!

(2) Alkanfunktion mit der langsten Kohlenstoffkette von 2

Mit Lo(C) definieren wir die Funktion, die alle Alkane mit einer maximalen Kettenldnge von
genau zwei Kohlenstoffatomen enthdlt. Dies kann nur Ethan sein, also  L,(C) = C*.

(3) Alkanfunktion mit der ldngsten Kohlenstoffkette von 3

Bei den folgenden Alkanen ist die Vorgehensweise genau so wie bei der Konstruktion der
Alkane in Abschnitt 2. Da 3 eine ungerade Zahl ist, besteht das Zentrum aus einem
Kohlenstoffatom. An dieses kdnnen nun vier Aste mit hdchstens einem Kohlenstoffatom
angehangt werden, wobei aber mindestens zwei von ihnen auch tatsachlich 1
Kohlenstoffatom besitzen missen, sonst wiirde das entstehende Alkan nicht eine langste
Kette von drei Kohlenstoffatomen aufweisen.

Ast A

Ast B . Ast D

Ast C
Abbildung 15: Bildung eines Alkans mit einer langsten ungeraden Kohlenstoffkette
Folgende drei Moglichkeiten sind daher denkbar:

(a) 2 Aste der Langen <1 (H-Atom) und 2 Aste der Langen =1 (C-Atom):
fiir Fall a gilt; C° xC° xC* xC* = C?

(b) 1 Ast der Lange <1 und 3 Aste der Langen =1:
fir Fall b gilt: C° xC* xC! xC* = C3

(c) 4 Aste der Langen =1:
fir Fall ¢ gilt: C* xC* xC* xC' = C*

Fur alle drei Falle zusammen gilt daher fiir L3(C) = CfC?+ C*+ C*| = C*+ C* + C°,
also
La(C) = C3+C*+C®,

Die Multiplikation mit C wird wieder notig, weil im Zentrum ein Kohlenstoffatom hinzugefuigt
wird.



(4) Alkanfunktion mit der langsten Kohlenstoffkette von 4

4 ist eine gerade Zahl, daher werden am Zentrum des Molekils (Atombindung) 2 Aste
angefigt, die genau die Lange 2 besitzen.

Zentrum
Ast A Ast B

Abbildung 16: Bildung eines Alkans mit einer langsten geraden Kohlenstoffkette

Dazu missen aus E-=»(C) genau 2 Aste ausgewahlt werden.
Wegen E-»(C) = C* + C* + C* ist dies auf Po(E=»(C)) Arten méglich.
P2(E=2(C)) wurde oben schon berechnet:

Esist Po(E=2(C)) = C*+ C°+2C°+ C’+ C? = L4(C)

L4(C) enthélt bereits zwei mégliche Aste mit 7 bzw. 8 Kohlenstoffatomen (C’ bzw. C?).
Da aber Hexan nur 6 Kohlenstoffatome besitzt, kénnen an dieser Stelle die Terme C’ und c®
einfach weggelassen werden.

(5) Alkanfunktion mit der langsten Kohlenstoffkette von 5

5 ist wieder eine ungerade Zahl, daher ist die Vorgehensweise analog zu L3(C). Auch hier
mussen wieder drei Falle unterschieden werden:

(a) 2 Aste der Langen <2 und 2 Aste der Langen =2:

Dazu mussen aus E<(C) und aus E=»(C) jeweils zwei Aste ausgewahlt werden, dies ergibt
fiir den Fall a: P2(E<x(C))#P2(E=2(C)) = Po(C° + C)#,(C* + C* + C*%)

B (CO +C1)2 +(CO +C2) X(CZ +C3 +C4)2 +(C4 +C6 +C8)

- 2 2

= (C%+ C! + C?) x(C*+C>+2C°+C+C?) = C*+2C°+4C°+4C"+4C+2C+C™°

(b) 1 Ast der Lange <2 und 3 Aste der Langen =2:

Dazu mussen aus E<,(C) ein Ast und aus E-,(C) drei Aste ausgewahlt werden:
E<»(C) xP3(E=2(C)) = (C° + CY) xP3(C* + C3 + C*%

— (C0+Cl) )% >{( C2+C3+ C4)3 + 3(C4+C6+C8)(C2+C3+C4) + 2(CG+C9+C12)]
=C%+2C" +3C%+4C°+4C™ +3CM +2Cc?* + CP®

(c) 4 Aste der Langen =2:
Dazu mussen vier Aste aus E-(C) ausgewahlt werden, also P4(E=»(C)) gebildet werden.
Ahnlich wie bei P3 erhalt man fiir P4 folgende Formel:

E*(C) +6E?(C)>E(C?) +3E%(C?) +8E(C) ¥(C?) +6E(C*)

P4(E(C)) = Y

Der interessierte Leser wird fur die Herleitung wieder auf den Anhang verwiesen.

Im Fall ¢ ergibt sich: P4(E=>(C)) =



2:;- ){(C2+C3+C4)4+6(C2+C3+C4)2>(C4+C6+C8)+3(C4+C6+C8)2+8(C2+C3+C4)>(C6+C9+C12)
+6(C8+C12+C16)] - C8 +C9 + 2010 + 2cll + 3012 + 2cl3 + 2014 + C15 + C16

Fir die drei Moglichkeiten a, b und c ergeben sich damit zusammen:

C*+2C°+4C°+4C"+4C%+2C°+ C'9+ C®+ 2C" + 3C® + 4C° + 4C'% + 3C™ + 2C** + C®

=C*+2C°+5C%+6C" +8C°+7C°+ 7C* + 5C™ + 5C** + 3C™® + 2c™ + C* + C'°

Diese Summe muss allerdings noch mit C multipliziert werden, da das Zentrum (in diesem

ungeraden Falle ein C-Atom) angefugt wird und sich damit die Kohlenstoffanzahl um eines

erhoht:

Ls(C) = C° +2C° +5C” + 6C® + 8C% + 7C'° + 7C* + 5C*? + 5C*® + 3¢ + 2¢ + C'® + CV

Die Summe der Koeffizienten betragt 53, d. h. es gibt 53 Alkane, deren langste Kette aus
genau 5 Kohlenstoffatomen bestehen (vgl. Abschnitt 2).

Auch hier kénne zur Vereinfachung wieder alle Terme ab C” weggelassen werden, da diese
fur die Isomere von Hexan nicht relevant sind.

Fassen wir die Konstruktion von Ls(C) zusammen:

Fall a: 2 Aste der Langen <2 und 2 Aste der Langen =2: P,(E<,(C)) xP,(E=2(C))
Fall b: 1 Ast der Lange <2 und 3 Aste der Langen =2: E«»(C) xP3(E=»(C))

Fall c: 4 Aste der Langen =2: P4(E=»(C))

Zusammen ergibt sich unter Beachtung der Multiplikation mit C:

Ls(C) = C x[P2(E<2(C)) xP2(E=2(C)) + E<2(C) xP3(E=2(C)) + P4(E=2(C))]

Allgemein erhélt man die ungeraden Alkane Ezn.1(C) mit einer langsten Kette von (2n+1)
Kohlenstoffatomen durch folgenden Algorithmus:

begin
L2on+1(C) = C X[P2(E<n(C)) xP2(E=n(C)) + E<n(C) xP3(E=n(C)) + P4(E=n(C))]

end.

Pseudocode 5 fir die Konstruktion von Alkanen mit einer langsten ungeraden
Kohlenstoffkette
von (2n+1) Kohlenstoffatomen.



(6) Alkanfunktion mit der langsten Kohlenstoffkette von 6

n = 6 ist wieder eine gerade Zahl, sodass analog zu n=4 wieder zwei Aste Aus E-3(C) an das
Zentrum der kovalenten Bildung angehangt werden. Dazu miissen wieder zwei Aste aus
E-3(C) in aufsteigender Reihenfolge ausgewahlt werden. Dies ist mit Po(E=3(C)) mdglich:
Le(C) = Po(E=3(C)) = P2(C3+2C*+4C>+4CO+5C +4C8+4C%+3C1%+2C 1 +C12+C™3)

= ;>{(C3+2C4+4C5+4C6+5C7+408+4C9+3C1°+2C11+C12+C13)2 +

= C%+2C"+7C8+12C%+23C+30C  +42C % +47CB+55CH*+53C15+53C % +45C +40C B+29C !0
+23C%°+14C**+10C#+5C*+3C?*+C®+C? = L4(C)

Die Summe der Koeffizienten betragt 496 (vgl. Punkt 2), d. h. es gibt 496 Alkane, deren
lAngste Kette aus 6 Kohlenstoffatomen bestehen.

Auch hier kénnen zur Vereinfachung wieder alle Terme ab C’ weggelassen werden.

Allgemein ergibt sich fir gerade Alkane folgender Pseudocode:

begin
L2n(C) = P2(C=n(C))

end.

Pseudocode 6 fir die Konstruktion von Alkanen, deren langste Kette aus einer geraden
Kohlenstoffanzahl von 2n besteht.

Um die Isomere aller Alkane zu bestimmen, reichen die L; bis Lg aus, da es kein
Hexanisomer gibt mit einer langsten Kette von mehr als 6 Kohlenstoffatomen.
C. Bildung einer allgemeinen Alkanfunktion An(C)

Um alle Alkane zu finden, die eine langste Kohlenstoffkette von hdchstens 6
Kohlenstoffatomen besitzen, brauchen nur noch L; bis Lg aufsummiert werden:

As(C) = L1(C) + Ly(C) + ... + Lg(C)
=(CH+(CH+(C3+C*+C)+(C*+C°+2C°+C"+C¥ + (C°+2C®+5C’" +6C® +8C° +
7CY+7C" +5CY +5C*° + 3CY + 2CT° + C'® + C'') + (C°+ 2C7 + 7C°+ 12C° + 23C™° +
30C™ + 42C*? + 47C** + 55C™ + 53C*° + 53C** + 45C*" + 40C*® + 29C™ + 23C% + 14C* +
10022 + 5C23+ 3C24+ CZS + C26)

=C'+C?*+C*+2C*+3C°+5C°® + ...

Die Summanden ab C’ sind fiir die Isomeren von Hexan uninteressant.



Da die Hochzahl immer die Anzahl der Kohlenstoffatome angibt, kann aus dieser Summe

folgendes abgelesen werden:
Unter allen mdglichen Alkanen gibt es ein Isomer mit einem Kohlenstoffatom (Methan), ein

Isomer mit zwei Kohlenstoffatomen (Ethan), ein Isomer mit drei Kohlenstoffatomen (Propan),
zwei Isomere mit 4 Kohlenstoffatomen (Butan), drei Isomere mit 5 Kohlenstoffatomen
(Pentan) und funf Isomere mit 6 Kohlenstoffatomen (Hexan).

Die restlichen Zahlen ab C’ werden erst fiir die folgenden Isomere benétigt, sind aber fiir
Hexan nicht relevant.

An den Koeffizienten des Polynoms A,(C) kann die jeweilige Isomerenzahl des betreffenden
Alkans abgelesen werden:

begin

AC) = A L,(C)

k=1

end.

Pseudocode 7 fur die Funktion, die die Anzahl der Isomeren aller moglichen Alkane bis n
angibt.

Anhang
Herleitung der Formel fur P3

Gegeben ist eine Funktion E(C) = pxC? + ¢pC° + 1C° + ...

Die Funktion P3(E(C)) gibt die Alkanfunktion an, wenn aus allen dern=p +q+r + ... Asten
C? CP CS, ... genau drei ausgewahlt werden, wobei alle p Aste C? natiirlich verschiedene
Aste sind, aber die gleiche Anzahl von Kohlenstoffatomen (namlich genau a) besitzen.

Beispiel: zwei Aste mit a Kohlenstoffatomen (C?) und ein Ast mit b Kohlenstoffatomen (C°)
Die drei Aste zusammen besitzen insgesamt a + a + b = 2a+b Kohlenstoffatome, kann also in
der Form C*** dargestellt werden.

In P3 sollen alle moglichen Kombinationen erfasst werden, wobei jeder Ast auch beliebig oft
verwendet werden darf.

Um diese Formel zu entwickeln, sind einige Fallunterscheidungen nétig. Dabei wird versucht,
das Gesamtproblem auf kleinere Teilprobleme aufzuteilen, die leichter zu I6sen sind bzw. auf
schon geldste Teilprobleme zuriickzufiihren sind.

Bei P; wird das Problem in folgende drei Félle unterteilt:

1. Fall: dreimal den gleichen Ast auswéhlen

2. Fall: zweimal den gleichen und ein davon verschiedenen Ast auswéhlen
3. Fall: drei verschiedene Aste auswahlen



1. Fall: Aus E(C) = pxC® + q>C° + rnC° + ... wird dreimal der gleiche Ast ausgewahlt.

Dieser Fall soll in Kurzform als [aaa] dargestellt werden (dreimal den gleichen Ast aus E(C)
auswahlen).

Ast A
- AstB
™~ Ast C

Wegen CHCHC3= C** = (C?3, ChCPcP=C®*=(C"® usw.

gilt im 1. Fall analog zur Herleitung von P,: E(C?)

2. Fall: Aus E(C) werden genau zwei gleiche Aste ausgewabhlt.
Kurzdarstellung: [aab] (ein Ast unterscheidet sich von den beiden gleichen Asten)

Dazu werden zunachst zwei gleiche Aste [aa] mit einem beliebigen dritten Ast [a] kombiniert
(also zusammen [aa][a]), wobei der dritte Ast mit den ersten beiden aber identisch sein kann.
Dies darf aber im Fall 2 nicht sein, so dass die Identitat aller drei Aste (Fall 1) wieder
subtrahiert werden muss.

Fir den Fall 2 gilt daher: [aab] = [aa][a] — [aaa]

Daflr kann jedoch leicht eine Formel entwickelt werden.

Fur [aa] lautet die Formel E(C®)  (vgl. Herleitung von P, — 1. Fall)
Fir [a] lautet die Formel lediglich E(C)  (einen beliebigen Ast auswahlen).

Fir [aaa] wurde schon eine Formel im 1. Fall von Ps hergeleitet.

Im 2. Fall gilt daher insgesamt: [aab] = [aa][a] — [aaa] = E(C?) xE(C) — E(C®)

3. Fall: Aus E(C) werden drei verschiedene Objekte ausgewahlt.
Kurzdarstellung: [abc]

Dazu werden zunachst zwei beliebige Aste [ab] ausgewahlt und diese dann mit einem
weiteren beliebigen Ast [a] kombiniert: [ab][a].

Der dritte beliebige Ast [a] darf im 3. Fall jedoch nicht mit den beiden bereits ausgewahlten
Asten [ab] Ubereinstimmen, sodass dieser Fall abgezogen werden muss. Dieser Fall kann als
[aab] symbolisiert werden, sodass sich [ab][a] - [aab] ergibt.

Dieser Term liefert jedoch noch nicht den Fall 3. In [abc] sind drei verschiedene Aste in
aufsteigender Reihenfolge enthalten. [ab][a] enthalt jedoch alle Kombinationen von zwei
verschiedenen Asten mit einem beliebigen Ast, sodass der beliebige Ast unter Beachtung der
Reihenfolge auch vor a bzw. zwischen a und b bzw. nach b vorkommen kann. Da alle Aste
aber in aufsteigender Reihenfolge aufgefiuihrt werden mussen, muss diese Differenz

[ab][a] - [aab] noch durch 3 dividiert werden



Endformel im Fall 3:
_ [ab][a] - [aab]
3

[abc]

Nach P, — 2. Fall ist [ab] = und [a] = E(C)

E*(C)- E(C?)
2

Nach P; — 2. Fall ist [aab] = E(C?) xE(C) — E(C)

Damit gilt fir [abc] und den 3. Fall:

E'O-BC e0)- [E(c?)£©)- EC))

[ab] = [ab][a] - [aab] _ 2
3 3
_ E*(C)- E(C*)>E(C) - 2E(C®)>E(C) +2E(C?) _ E*(C)- 3E(C*)>E(C)+2E(C?)
6 6

4. Fall: Aus E(C) werden drei beliebige Aste ausgewahlt (Zusammenfassung der Falle 1 bis
3):

E3(C)- 3E(C?)*E(C) + 2E(C?)
6

[aaa] + [aab] + [abc] = E(C®) + E(C?) xE(C) — E(C?) +

6E(C?) + 6E(C?*) %E(C) - 6E(C®) +E*(C) - 3E(C?)%¥E(C) + 2E(C?)
6
_ E*(C) +3E(C?)E(C) +2E(C?)
6

Herleitung von P4

Um diese Formel herzuleiten, wird das Gesamtproblem auch hier wieder in einfacher I6sbare
Einzelfalle aufgegliedert.

Bei der Auswahl von 4 Asten mit Wiederholung unter Berticksichtigung der Reihenfolge sind
folgende Falle mdglich:

Ast A

Fall: Aus E(C) wird viermal das gleiche Objekte ausgewahlt [aaaa]

Fall: Aus E(C) wird genau dreimal das gleiche Objekt ausgewahlt [aaab]

Fall: Aus E(C) werden zweimal genau zwei gleiche Objekte ausgewahlt [aabb]
Fall: Aus E(C) werden genau drei verschiedene Objekte ausgewahlt [aabc]
Fall: Aus E(C) werden vier verschiedene Objekte ausgewahlt [abcd]

abhwONE

1. Fall: Analog wie bei P gilt hier fiir [aaaa] = E(C*)

2. Fall: Analog zum 2. Fall von P gilt hier entsprechend:
[aaab] = [aaa][a] — [aaaa] = E(C?)*E(C) — E(C*



_ [aa][aa] - [aaaa] _ E*(C*)- E(C*)

3. Fall: [aabb]
2 2

Die Differenz muss durch 2 dividiert werden, weil es auf die Reihenfolge der beiden Aste a
und b nicht ankommt: [aabb] ist daher identisch mit [bbaa]

4. Fall: [aabc] = [aab][a]z' [agab] - apb]

Begrindung: [aabc] enthélt zwei gleiche und von diesen beiden noch einmal zwei

verschiedene Aste.

Dazu wird zunachst von [aab] ausgegangen und dies mit einem beliebigen Ast [a] kombiniert.

Darin werden aber auch diejenigen Félle bertcksichtigt, bei denen der neu hinzugefiigte Ast

[a] mit dem bereits doppelt vorhandenen Ast a aus [aab] identisch ist. Daher muss genau

dieser Fall [aaab] subtrahiert werden. Da es auf die Reihenfolge der Objekte b und c in

[aab][a] - [aaab]
2

In diesem Term sind jedoch auch alle diejenigen Kombinationen enthalten, bei denen b =c

ist also die Falle [aabb]. Diese missen daher auch noch abgezogen werden.

[aabc] aber nicht ankommt, muss diese Differenz durch 2 dividiert werden:

[aab] wurde schon im zweiten Fall von Ps bestimmt: [aab] = E(C?) xE(C) — E(C®)
[aaab] ist der 2. Fall von P4 und
[aabb] ist der 3. Fall von Pa.

Insgesamt folgt fiir den 4. Fall:

_ [E(C*)E(C) - E(C*)I*E(C) - [E(C*)*E(C) - E(C*)] . E*(C?)- E(C*)
2 2

;>{E<CZ>>E2(C) - E(C%)E(C) - E(C%*(C) + E(C*) - E(C?) + E(CY)]

[aabc]

; xE(C?)E3(C) + E(CY) - E(CY)%E(C) - ; xE(C?)

[abc][a] - [aabc]
4

Begriindung: Um vier verschiedene Aste zu erhalten, werden zunachst drei verschiedene
Aste [abc] mit einem beliebigen Ast [a] kombiniert. Davon missen jedoch diejenigen Falle
abgezogen werden, fur das der beliebige Ast [a] mit einem der ersten drei Aste
Ubereinstimmt [aabc].

Diese Differenz muss jedoch noch durch 4 dividiert werden, weil der neu hinzukommende
Ast d an vier verschiedenen Positionen vorkommen kann: vor a, zwischen a und b, zwischen
b und c und nach c. Diese Félle durfen jedoch hier nur einmal gezahlt werden, da die Objekte
in aufsteigender Reihenfolge angeordnet werden sollen.

ol

. Fall: [abcd] =

E3(C)- 3E(C?)*E(C) + 2E(C?)
6

und [aabc] wurde im 4. Fall bei Py bestimmt: ;XE(CZ)EZ(C) + E(CY - E(CHE(C) - ;xEZ(CZ)

[abc] wurde schon im 3. Fall bei Ps bestimmit:




Damit ergibt sich im Fall 5: [abcd]

_ 1,qE(©)- BEC)EQ) +2ECY) 1

4 6

[ E(CPECHE(C-ECE©)- 5 E(CHD
= 214 {E*(C)-3E(C?)*E*(C)+2E(C>)*E(C)-3E(C?)*E?(C)-6E(C*)+6E(C>)E(C)+3E*(C)]

= AE'(C) - BE(CE(C) + BE(CE(C) - BE(C) + 3E(C?)

Alle 5 Falle zusammen ergeben daher:

[aaaa] + [aaab] + [aabb] + [aabc] + [abcd] =

E(C*) + E(C%*(C) - E(C*) + EZ(CZ)Z_ = ;XE<CZ>>E2(C)+E(C“>-E(c3>>E<C>-;XEZ(CZ>

+ 214 H{E*(C) - 6E(C?)E*(C) + 8E(C3)E(C) - 6E(C*) + 3EX(C?)]

- 214 {E*(C) + 6E(C*E*(C) + 3E*(C®) + 8E(C’)E(C) + 6E(CT)]

Anmerkung:

Die Herleitungen zu P3 und P, sind sehr langwierig. Diese beiden Formeln kénnen auch
einfacher hergeleitet werden. Dazu wird jedoch das ,Lemma von Cauchy-Frobenius* benotigt
(empfehlenswert ist z. B. das Buch von Norman L. Biggs: ,Discrete Mathematics").

Mit diesem Hilfssatz kdnnen obige Formeln schneller, anschaulicher und einfacher
hergeleitet werden.
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